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Die radialsymmetrische Losung fiir skalare, masselose Mesonen
in der projektiven Relativititstheorie
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(Z. Naturforschg. 14 a, 205—207 [1959] ; eingegangen am 26. November 1958)

Es wird die vollstindige, radialsymmetrische, statische Losung der Feldgleichungen fiir skalare,
masselose Mesonen in der projektiven Relativitdtstheorie angegeben und diskutiert. Es existiert keine

singularitdtenfreie Losung.

§ 1. Allgemeine Feldgleichungen

Die Feldgleichungen der projektiven Relativitats-
theorie ! konnen aus einem vierdimensionalen Varia-
tionsprinzip hergeleitet werden. Es sollen daher alle
Groflen in einem vierdimensionalen Vektorraum be-
trachtet werden. Es sei g;; der (symmetrische) me-
trische Tensor, g—=det| gix |, g der zu g inverse
Tensor, mit dem die Indizes gehoben werden. Ferner
sei R;; der EnstEIN-Tensor (verjingte Riemann-Ten-
sor), 6 =In 2 % mit % als Gravitationszahl und ¢ das
skalare Mesonenfeld. Die gewchnliche Ableitung
schreiben wir 6, =0C0/Cz" und die kovariante
a¥,=a¥, + Iy, a®, wobei I'y,* die CHRISTOFFEL-
schen Symbole sind. Wir betrachten Feldgleichungen,
die sich aus folgendem Variationsprinzip herleiten:

6_/(Ri,-+ol””n+ 1oj, 0" + 1% @y, @)
Y —gda®...de3=0. (1.1)

Man erhilt als Feldgleichungen durch Variation der
gir» # und @:

Rix+ 3005+ 3% @i =0, (1.2)
Ul"1|n=b= %”‘P]n ‘Plna (1.3)
(V—-g#¢l"),=0. (1.4)

Aus (1.2) leitet man in bekannter Weise den Ener-
gie-Impulssatz her, der hier

(¢ T#+S5%)x=0 (1.5)

lautet, wobei T;* der Energie-Impulstensor des Me-
sonenfeldes mit

T =30 @i — tom @™ g (1.6)
und S ein analoger Tensor auf Grund der »-Varia-
bilitat mit
(1.7)

ist. Die »-Variabilitdt gibt Anlal zu Spannungen
und das Feld der Gravitationszahl x besitzt Energie
und Impuls. Mit einer noch niaher zu bestimmenden

1
Sik =%0yi ol — 101, oI gix

Konstanten »# von der Dimension der Gravitations-
zahl deuten wir als Energie bzw. Impuls im Volu-
men V

E=- ; /(zT0°+50°)Vngx1 da? da?,
v

-

%

/ (xTO+5.0) V—gde' d2dz® (1.8)
14
(k=1,2,3).

§ 2. Die radialsymmetrische Losung

Wir suchen die radialsymmetrische Lsung unse-
rer Feldgleichungen, setzen 2'=r, 22=79, 3=y,
2% = ¢ t und machen fiir das Linienelement den Ansatz
ds? =gy (r) dr® + 72 (d9? + sin? & dy?) + goo(r) c2 di2.

Als Randbedingung fordern wir fiir 7 — oo :
go=-1, gu=1,

n=x,>0, @=0.

Fiihrt man in den Feldgleichungen gy, als neue
Variable ein und setzt o=r/a (a>0 beliebig), so
erhilt man die Losungen

1/0=|goo|"*(| 800 |72 — | g00 [12%), (2.1)
g11=41(1 = B)| goo |72/ + (1 + )| goo ['27] 2,

(2.2)
pou =30 goo [VI7F128 4 )| g0 l—mfﬁz/w]{
(2.3)
vo=—4 1/17—/5)2 [(%] goo }Vl;ﬂ:/ﬂ+ 1)~
- (A+1)71], (2.4)

wobei f, 7, 2, v Konstanten sind. Fiir § besteht die
Einschrinkung —1 < 8 < +1. Zwischen y und 7
gilt die Beziehung: 4 y %, —1=21+ (1/2).

Bilden wir den limes f—0, A=1, so wird
@=ax_[rP+ (a/2)2]7". Das stimmt mit der
radialsymmetrischen Lésung fiir das elektromagne-
! Eine zusammenfassende Darstellung der projektiven Re-

lativitdtstheorie findet man in G. Lupwic, Fortschritte der

projektiven Relativitdtstheorie, Friedr. Vieweg & Sohn,
Braunschweig 1951.
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tische Potential der nichtlinearen Elektrodynamik

von Mik iberein 2. 2
n
§ 3. Betrachtung des Verlaufes der Losungen
| goo | ist fiir <0 (#>0) eine monoton abneh- .
mende (wachsende) Funktion von o. Daher ist g
| 8oo | (1/] 0o |) best;hr"zinkt. Fiir kleine 0 besitzt | gg | 7
ein Verhalten wie 0*//(1=7) _ fiir groBe o wie 1 — f3/p. p-08|  |p1
Die Kurven 'goo(g)] fiir verschiedene f schneiden
sich nicht. A
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81y zeigt fur kleine o ein Verhalten wie 15-
gu—>4/(1-p)2 FHI=A—0 ¢ e
- —— ]
und fiir grofle 0 g, — 1+ f/o. - et et
Fir <0 ist g;; monoton wachsend, der ganze 1 ’b’__’_/
Raum negativ gekrimmt. Fir f#>0 besitzt g;; ecin L . L . .
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811 max= 4 -
1+ ﬂf" Damit erhalt die Integrationskonstante y eine an-
an der Stelle omax = 2 p’ ]/ 1-8 schauliche Bedeutung.
Die Stelle, an der g, =1 wird, ist 0* = f(0max)®- Das Mesonenfeld ist eine monotone Funktion.
Fiir p<o* ist der Raum negativ, sonst positiv ge- [ ur kleine o bleibt es endlich:
kriimmt. yo—>—4VIi- B[ Lo 2V +RIA—F)
Die Gravitationszahl zeigt fir kleine o ein Ver- A+l

halten wie fur grofe o verhilt es sich wie

—4V1- '32]—1-1 '

§ 4. Diskussion

y "—"4'1; o 2VAFAII=F) 5 o
fir grofie ¢ wie
yu—> {[AF 427 —§Y1— B (X —07") (1/0) 2.

e g Wir wollen mit unserer Losung die Gesamtenergie
Fir 4<1 ist y x monoton abnehmend, fir 2>1 . o oo

. i L (1.8) berechnen. Die Energiedichte des Mesonen-
besitzt es ein Minimum y3,;,=1 an der Stelle

Omin = P12 Vi=p [Avzvi=g _ j—12 Vl_—ﬁ:] s 2 G. M1k, Ann. Phys., Lpz. 39, 1 [1912].
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feldes ist
o TR ng— = ]/ e —sm
* 47yx ) lewl &
Im Nullpunkt zeigt sie bis auf einen von ¢ unabhén-
gigen Faktor das gleiche Verhalten wie dg/dr, ist
also im Nullpunkt integrierbar. Als Gesamtenergie
des Mesonenfeldes erhalten wir

—féToovigdrdﬁdw

-Za- ﬁz)a/y Vi s

- ,82 al
,1+1 ’

Die Energiedichte des Feldes der Gravitationszahl ist:

—3S0V=g= G a-pm(1--1)

{)

]g00|

4
*®

g‘; 1 gind.
]é’oo| 0?

Fiir kleine o verhilt sich diese Energie wie
21 +8) (/o) sin 9,

ist also im Nullpunkt nicht integrierbar. Die Gesamt-
energie des #-Feldes ist

_ _;;fSOOV—‘gdr a9 dy
2_/{27‘00 V —gdrd¥ dy — lim 2P, log g0 (0) | -
e e>0 B

Wir erhalten also fiir die nichtkonvergente Gesamt-
energie

E=lim — 27
e—>0 %

Das hat umgekehrt zur Folge, dal} es keine singulari-
titenfreie Losung der Metrik gibt.

Fir einen nicht zu singuldren Energie-Impuls-
tensor wird die Metrik in erster Naherung durch die
Integrale .

_______ S A{x(Y) TE@) +SF @)}V —g(r) A

bestimmt. Dem wiirde entsprechen, daf} die Inte-
grationskonstante S der Metrik so zu wiahlen ist,
dafl der metrische Tensor iiberall singularitatenfrei
bleibt. In unserem Fall existiert aber obiges Integral
nicht, und wir haben keinen Anhaltspunkt fiir die
Wahl von . Wir konnen diese Konstante erst fest-
legen, wenn wir unsere Losungen von den Singulari-
titen befreit haben, indem wir z.B. eine aullere
Quelle fiir das Mesonenfeld einfithren. AuBerhalb
dieser werden die Felder durch unsere Losung dar-
gestellt. Das erzeugte Gravitationspotential wird
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asymptotisch durch das Verhalten von gy, fiir grofle
Werte von r dargestellt . Da das Gravitationspoten-
tial negativ ist, folgt aus ggo— — 1+ f/0, daBl nur
>0 eine physikalische Bedeutung hat.

Unsere Felder sind keine Losung der Feldglei-
chungen im Nullpunkt. Integrieren wir (1.4) iiber ein
kleines Volumen 7 um den Nullpunkt, so erkennen
wir, daB wir die Mesonengleichung fiir eine d-funk-
tionsartige Quelle der Stirke 4zvad(r)(—g) "
gelost haben. Die divergierende Energie hat ein
Analogon in der unendlichen Selbstenergie eines
punktformigen Elektrons in der Elektrodynamik.
Auch die Quelle b fiir die #-Variabilitdt ist im Null-

punkt singuldr. Es ist némlich

% _Héz 14292 &1

Igoo] xr?

sin 9.

Fiir kleine 7 wird dieses proportional /2 V(1+8/1=4~1,
Da }/ — g proportional 2+ (1A/1=8) jst, folgt, daB b
starker als r~2 singuldr wird. Die Gesamtintensitat

der Quelle ist jedoch endlich
[bV—gdrdddy=2aaV1- B (A+1).

§ 5. Einsteins Theorie

Die Feldgleichungen in der vierdimensionalen
Einsteinschen Theorie erhilt man, indem man
# = #,, = const setzt und die Feldgleichung (1.3) fiir
die Gravitationszahl fortla3t. Die Metrik ist die
gleiche wie in der projektiven Theorie. Fiir das
Mesonenfeld erhilt man dagegen ¢ = (v/)log| goo|"
Es besitzt im Nullpunkt eine logarithmische Singu-
laritdt. Im Gegensatz zur entsprechenden Gleichung
im euklidischen Raum A¢ =0 ist durch den Einflufl
der Metrik die Singularitdt gemildert, die in der
projektiven Theorie durch die »-Variabilitat sogar
aufgehoben wird. Jedoch ist dort die Gravitations-
zahl singular.

Aus der Gleichheit der Metrik in der projektiven
und in der Eixsteinschen Theorie folgt aus (1.2)
die Gleichheit der (Gesamt-) Energie-Impulstensoren.
Insbesondere divergiert hier die Gesamtenergie in
der gleichen Weise wie in der projektiven Theorie.

Herrn Prof. Dr. G. Lupwic mochte ich an dieser Stelle

meinen Dank fiir seine Forderung und sein stdndiges
Interesse an dieser Arbeit ausdriicken.
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